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Compléments et rappels d’algebre linéaire
1. Probléme : suites exactes et diagrammes

Soit A un anneau de base (éventuellement commutatif, par exemple A = Z). On dit qu’une
suite de morphismes de A-modules

fl f2 f3 fn

My My Mo M,
est ezacte si on a im f; = ker fi;1 pour i = 1,...,n — 1. (On note que cette hypothese entraine
fix10fi=0.)
Une suite de la forme
0 ML 0,

dans laquelle on considére le morphisme nul 0 — M’ (qui a pour image le sous-module trivial de
M) et le morphisme nul M"” — 0 (qui a pour noyau le module M” tout entier), est exacte quand
ker(f) =0 (donc f est injectif), im(f) = ker(g) et im(g) = M" (donc g est surjectif).

Un carré de morphismes de A-modules

Moo Mo, My

QO\L gll
f1

MOl - Mll

est commutatif si on a f1 o0 gg = g1 © fo.
1.1) Lemme des cing : On se donne un diagramme

M, f1 M, f2 M, f3 M, f2 M,
AT
NU g1 N1 92 N2 g3 N3 ga N4

constitué de carrés commutatifs (on dit que le diagramme est commutatif) et dont les lignes forment
des suites exactes. On suppose que ug est surjectif, u; et ug sont bijectifs, uy est injectif. Montrer
que us est bijectif.

1.2) Lemme du serpent : On se donne un diagramme de la forme

M, fi M, f2 M, 0
Ul i u J/ us \L
0 Nl g1 N2 92 N3
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et dont les lignes sont exactes. Construire une suite exacte :

ker(ui) — ker(uz) — ker(us) — coker(vi) — coker(ve) — coker(vs).

2. Probléme : suites exactes courtes
On dit qu’une suite exacte courte

f g

0 M’ M M 0

est scindée quand il existe un morphisme de A-modules s : M — M tel que gos = Id;». Observer
que l'existence d’un scindage s : M" — M équivaut a I'existence d’un morphisme u : M'®&M" — M
rendant le diagramme

0 M’ i M @& M q M 0
I
o
\

0 Mt Ty 0

commutatif. (Remarque: On considére ici une somme directe “abstraite”, telle que M’ @& M" :=
M’ x M", et qui est définie sans regarder de M’ et M" comme des sous-modules de quelque module
ambiant que ce soit). Que peut-on conclure de la question 1 de l'exercice 2 quant & ce morphisme
u?
2.1) Montrer que les suites exactes courtes dont le A-module de droite M" est libre sont scindées.
Si on suppose que M" est libre de type fini ainsi que M’, alors que peut-on en conclure quant au
module M?

Application: Retrouver un résultat classique concernant le rang et la dimension du noyau d’un
morphisme d’espaces vectoriels f : U — V en considérant la suite

0 ker f U im f 0.

2.2) Déterminer ’ensemble des suites exactes courtes de Z-modules

f g

M

0 7.)2

(Remarque: On pourra utiliser le résultat de la question suivante qui affirme que M possede 4
éléments.) Utiliser ce résultat pour donner un ou des exemples de suites exactes courtes qui ne
sont pas scindées.

2.3) On se donne une suite exacte courte de Z-modules

f g

0 M’ M M 0

telle que M’ et M" sont finis. On veut montrer que M est également fini de cardinal card M =
card M'-card M" : observer que les classes d’équivalences de M modulo M’ sont en bijections avec
les éléments de M” et conclure.



3. Probléeme : morphismes et suites exactes

On note Hom4 (M, N) lensemble des morphismes de A-modules v : M — N, que l'on
munit de sa structure de A-module habituelle. Pour tout morphisme f : M — M’, on note
f* : Homy (M, N) — Homu (M, N') 'application telle que f*(u) = uf. Pour tout morphisme
g: N — N’ on note g, : Homu (M, N) — Hom 4 (M, N') Papplication telle que g.(u) = gu.

On verra que ces applications font de Hom4(—, —) un bifoncteurs sur la catégorie des A-
modules. On utilise le mot foncteur informellement pour le moment.
3.1) On se donne une suite exacte courte de A-modules

f g

0 N’ N N 0

Montrer que le foncteur Hom 4 (M, —) envoie cette suite sur une suite

0 — > Hom (M, N') — = Hom (M, N) —%> Hom (M, N") — 0
qui est exacte & gauche (jusqu’a avant dernier terme), mais que l’application
Homy (M, N) —~> Hom 4 (M, N")

n’est pas surjective en général.
Dualement, si on se donne une suite exacte courte de A-modules

0 MLy 0

alors la suite
* *

0 — > Homu(M", N) >~ Hom (M, N) — > Homu(M’', N) —> 0

est exacte & gauche (jusqu’a l’avant dernier terme), mais ’application

Hom (M, N) — > Hom (M, N)
n’est pas surjective en général.
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