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81. Complexes et suites exactes

1. Probleme : homologie et suites exactes
1.1) Des morphismes de complexes de chaines forment une suite exacte

(C>/k7 6/) (C*7 5) (Cilv 5//)—>0

si ces morphismes définissent une suite exacte de K-modules en tout degré n > 0. Montrer que
les modules d’homologie associés a de tels complexes s’inserent dans une suite exacte longue de la

forme

P Ha (O 6 25 Ha(CL 6’>—>Hd<c*,6>ﬁ>ﬂd<c~ 8) P Hy 1 (CL, )55
Hy (O, 6") 2 Ho (C!, 8') 2 Hy (C, 8) 225 Ho(C, 8") —0.

L’application 0, : H,(CY,8") — H._1(C%,d") est le connectant de la suite exacte longue et s’obtient
par une chasse aux éléments dans le diagramme commutatif :

&’ é &
/ i p "
6/ 6 6//
p
0 c ——=C, c 0
6/ 6 6//
3 p
0—>C 0, [o/pp—
6/ 5 6//

1.2) On considere un diagramme commutatif de complexes

00— (C1, &) — = (Cy,8) — L= (C,6") —=0
lf’ lf I
0— > (D.,8") 2= (D,,0) —L= (D",8") — >0

avec des lignes exactes. Vérifier que la construction de la question 1 est naturelle dans le sens que les
suites exactes longue d’homologie déduites des lignes de ce diagramme de complexes s’assemblent
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en un diagramme commutatif & deux lignes reliées par les morphismes verticaux induits par f’, f, et
/" en homologie. On suppose que deux morphismes parmi f’, f, et f” induisent des isomorphismes
en homologie. Prouver que c’est aussi le cas du troisieme.

2. Probléme : caractéristique d’Euler d’un complexe
2.1) Soit (C4,d) un complexe de chaines défini sur un corps K. On suppose que chaque module
C,, est de dimension finie et que 'on a C,, = 0 pour n > 0. Prouver la relation

> (~1)"dimCy =Y (=1)"dim H,(C., 8).
n=0 n=0

Ce nombre x(Cy,0) = >0 ,(—=1)" dim C,, s’appelle la caractéristique d’Euler du complexe (C., d).
Indication : on utilisera les suites exactes courtes 0 — B,,(Cy,d) = Z,(Cy,0) — H,(Cy,0) —

0,0 — Z,(C4,9) = C,, = B,,_1(C4, ) — 0, et les propriétés d’additivité de la dimension.

2.2) Prouver que les caractéristiques d’Euler de complexes de chaines s’insérant dans une suite

exacte courte au sens de l'exercice précédent sont liés par la formule d’additivité x(Ci,d) =

X(CL,6) + x(CY, 6).
§2. Homotopies de chaines

3. Quiz : homotopies de chaines
3.1) On dit que des morphismes de complexes de chaines

fr9:(Cy,0) = (D, 9)

sont homotopes lorsqu’il existe des applications h : C,, — C,11, n € N, telles que g — f = hd + dh
en tout degré n > 0 (avec la convention C_; = D_; = 0 lorsque n = 0). Prouver des morphismes
de complexes de chaines homotopes induisent des morphismes égaux en homologie :

fe = gx : Ho(Cy, 6) — H(Dx, )

en tout degré n > 0.

3.2) On dit qu'un complexe de chaines (C.,0) est muni d’une homotopie contractante si on a des
applications s : C,, — Cpi1, n € N, telles que id = s§ + ds en tout degré n > 0 (en prenant
toujours la convention C_; = 0 pour n = 0). Que peut-on dire de H,(C\,d) lorsque I'on est dans
cette situation?

3.3) On suppose maintenant que l'on a un complexe de chaines (C,,d) muni d’une application
€: Cy — M telle que €6 = 0 pour un certain module M et que I'on a des applications n: M — Cj
et s : Cp, — Cht1, pour n € N, telles que en = id sur M, ainsi que id —ne = s sur Cy, et
id = sd + ds en degré n > 1. Que peut-on dire de H,(C,,d) dans ce cas?

4. Probléme : complexes de Koszul et de de Rham

On suppose que K est un corps de caractéristique nulle. Soit R = Klz1,...,Z;,]. On consideére
le K[z1,...,2m,]-module K, engendré par des éléments notés symboliquement dz;, A --- A dz;, ,
pour 1 <iq,...,%, < m, et avec les relations

dl’il /\"'/\dJL‘Z‘k /\da:ik“ A"‘Adﬂjin = —dl’il /\"'/\dSL‘Z‘k7L1 /\d.Ti,C A"'Adﬂjin,
et dx; AN---Ndz;, Ndzi, N ANdx;, = 0.
On notera que les éléments dz;, A --- Adz;, , tels que 1 <73 < --- <1, < m, forment une base de
K,,. On a ainsi

K, = @ Klz1,...,¢p)dx,, A ANdx;,.

1<i1 <. <ip,<m



4.1) Soit k : K,, — K,,—1 lapplication K[z, ..., z,,]-linéaire telle que

n
Ka(dziy N+~ Ndx;) :Z ‘k,'dl‘il/\"'/\d%k/\"'/\dfﬁin-
k=1

La notation cEc; signifie que 1’on omet le facteur dz;, du produit dx;, A --- Adx;, . Vérifier que
(K., k) forme un complexe de chaines. C’est le complezxe de Koszul.
4.2) Soit ¢ : K,, — K, +1 'application K-linéaire telle que

— 0P
O(P(z1,...,Tm) -dxiy A--- Ndz;,) zza—'(azl,...,xm)-dwi/\dajil A Ndw,

Vérifier que (K, 0) forme un complexe de cochaines (cette application augmente le degré). C’est
le complexe de de Rham (algébrique) de K.

4.3) On note K le sous-K-module de K,, engendré par les monémes z3* - - xlm - dxy A+ Adx;,
tels que r1 + - -+ + rp, + n = 7, pour tout n € N. Observer que les modules Kfz ), n € N, pour r
fixé, sont préservés par la différentielle du complexe de Koszul, et forme donc un sous-complexe
de ce complexe, de sorte que 'on a une décomposition du complexe de Koszul en somme de sous-

complexes de la forme :
o

(K.,r) = PED, k).

r=0

Prouver un résultat analogue pour le complexe de de Rham :

(K,,8) = é K" 6).

m=0

4.4) Montrer que l'on a la relation 0k + kd = rid sur K& ¢ K,, pour tout degré n > 0 (c’est la
relation d’Euler). Que peut-on conclure de cette relation quant & H, (K £T), k) et H, (K ir), K), puis
quant & H,(K,, k) et H,(K,,k)?
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